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Vorfuhrung

Fahigkeiten von Computeralgebrasystemen

,aeneral Purpose” Computeralgebrasysteme wie Axiom,
Derive, Maxima, Maple, Mathematica, MuPAD oder Reduce

@ fuhren numerische Rechnungen durch wie
Taschenrechner bzw. Programmiersprachen wie Pascal,

@ rechnen auch mit rationalen Zahlen exakt,

@ enthalten eine héhere Programmiersprache mit
mathematiknahen Hochsprachenkonstrukten,

@ sind im Gegensatz zu numerischen Programmiersprachen
dialogorientiert,

@ kénnen Funktionen graphisch darstellen,
@ und kdnnen auch symbolisch rechnen.
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Symbolische Rechnungen

Was kénnen Computeralgebrasysteme?

@ Lineare Algebra,

@ Polynome und rationale Funktionen,

@ Faktorisierung von Zahlen und Polynomen,
@ Modulare Arithmetik,

@ Rechnen mit algebraischen Zahlen,

@ Ldsen polynomialer Gleichungssysteme,

@ Differentiation,

@ Integration,

@ Ldsen von Differentialgleichungen,

@ Taylorpolynome und Potenzreihen.
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Online-Demonstrationen mit Computeralgebra

Computeralgebrasysteme

@ Zur Vorfihrung verwende ich das Computeralgebrasystem
DERIVE, da es an deutschen Schulen weit verbreitet und
den Handhelds von Tl ahnlich ist. Auch wenn DERIVE von
Tl leider nicht mehr produziert wird.

@ Genauso gut kbnnte aber auch jedes anderes General
Purpose Computeralgebrasystem wie Maple,
Mathematica, MuPAD oder Reduce verwendet werden.

@ Start der Vorfiihrung

UNIKASSEL
VERSITAT



Algo
®00000000000

Berechnung des ggT

Euklidischer Algorithmus

Den groBten gemeinsamen Teiler vona€ Zund b € Z
berechnet man beispielsweise so:

@ ggT(a,b) :=ggT(|al, |b|), falls a < 0 oder b < 0
@ ggT(a,b) :==ggT(b,a), fallsa< b
@ ggT(a,0) :=a
@ ggT(a,b) =ggT(b,a mod b)
Test mit DERIVE

Faktorisierung und Effizienz

Der euklidische Algorithmus ist viel effizienter als Faktorisie-
rung, die in der Schule zur Bestimmung des ggT benutzt wird.
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Modulare Potenzen

Kleiner Satz von Fermat

@ Fir eine Primzahl p € P und a € Z qilt
a=a modp.
@ IstggT(a, p) = 1, dann gilt ferner
& "=1 modp.
@ Unter Benutzung der binomischen Formel
n
(T+x)"=>)" <Z>xk
k=0
ist ein schultauglicher Beweis verfugbar.

@ Fermattest: Ist der Satz von Fermat flir eine Zahl a € Z
nicht erfillt, so ist p keine Primzahl!

@ Test mit DERIVE
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Modulare Potenzen

Effiziente Berechnung von Potenzen

Die modulare Potenz a” mod p berechnet man am besten
durch Zuriickfiihren auf Exponenten der GréBe 3
(Teile-und-Herrsche-Algorithmus):

@ & modp:=1
n 2
@ a" modp:= (aé mod p) mod p flr gerade n

@ a" mod p:= (a"' mod p)-a mod p fiir ungerade n
Test mit DERIVE
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Anwendung: Verschlisselungsverfahren

VerschlUsselungsverfahren

@ Bei einem Verschlisselungsverfahren wird eine Nachricht
N mit Hilfe einer Funktion E und eines Schliissels e
verschlusselt

K = E¢(N) .

@ Die Dekodierung erfolgt mit der (zugehdrigen) Funktion D
und dem Schlissel d:

Dy(K) = Da(Es(N)) = N.

@ Die Funktionen E und D sollten effizient berechnet werden
kdnnen.

@ Ein Problem ist die Schllissellibergabe.
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Asymmetrische Kryptographie

Asymmetrische Kryptographie

@ Das RSA-Verfahren (Rivest, Shamir und Adleman (1978))
ist ein Beispiel eines asymmetrischen Verschlisselungs-
verfahrens.

@ Solche Verfahren wurden 1976 von Diffie und Hellman
eingefluhrt.

@ Hierbei verwenden Sender und Empfanger jeweils eigene
Schlissel e und d.

@ Der Schlissel e wird jeweils 6ffentlich bekannt gegeben,
wahrend der Schlissel d geheim bleibt.

@ Ein Schlisselaustausch des jeweils persénlichen
Dekodierungsschliissels d ist demnach nicht erforderlich.
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Das RSA-Verfahren

Wo wird das RSA-Verfahren eingesetzt?

@ Das RSA-Verfahren wird bei der sicheren Anmeldung auf
einem entfernten Computer benutzt (secure shell (ssh)).

@ Es verbirgt sich hinter sicherer E-Mail mit dem Verfahren
PGP (Pretty Good Privacy).

@ Es wird verwendet beim sicheren Datentransfer auf
sicheren Webseiten (https), beispielsweise beim
Online-Banking.

@ Also: Interneteinkauf und Online-Banking (mit https!)
kdnnen wirklich sicher sein.
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Das RSA-Verfahren

Kryptographisches Protokoll des RSA-Verfahrens

@ Die Empféangerin Barbara bestimmt

@ 2zwei mindestens (dezimal) 100-stellige zufallig
ausgewahlte Primzahlen p € P und q € P.

Qn=p-q

Qo=(p-1)(g-1).

© eine zuféllige natirliche Zahl e < ¢ mit ggT(e, p) = 1. Das
Paar eg = (e, n) ist Barbaras 6ffentlicher Schlliissel und
wird publiziert.

© d=e¢" (mod ¢). Die Zahl dg = d konstituiert Barbaras
privaten Schlissel, der unbedingt geheim gehalten werden
muss.

@ Barbara l6scht (aus Sicherheitsgriinden) p, g und .
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Das RSA-Verfahren

Kryptographisches Protokoll des RSA-Verfahrens

@ Die Senderin Anna verschlisselt ihre Nachricht N € Z,, mit
der Rechnung

K = EeB(N) = Ne mOd ne Zn .

@ Barbara entschlisselt (gegebenenfalls die einzelnen
Blécke) geman

Dyy(K) = K9 mod neZp.

@ Als Folge des kleinen Satzes von Fermat ist das
RSA-Verfahren korrekt:

Dy, (Eeg(N) = N .
@ Test mit DERIVE
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Algorithmische Faktorisierung

Faktorisierung von Polynomen

@ Polynome mit rationalen Koeffizienten kénnen
algorithmisch faktorisiert werden!

@ Dies funktioniert sogar, wenn mehrere Variablen im Spiel
sind.

@ Algorithmische Faktorisierungen Uber R dagegen sind nur
unter Verwendung algebraischer Zahlen mdglich, z. B.
X2 —2=(x—-V2)(x+V2).

@ Moderne schnelle Algorithmen gibt es nicht in DERIVE,
aber in Maple, Mathematica, ...

@ Test mit DERIVE
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Algorithmische Differentiation

Differentiationsregeln

Ableiten ist algorithmisch, wenn wir die Ublichen
Ableitungsregeln verwenden:

Konstantenregel: ¢/ = 0, falls ¢ konstant ist
Potenzregel: (x")' = nx"~"

Linearitat: (f+g)'=f+g'und(c-f) =c-f
Produktregel: (f-g) =f -g+g - f

/ 7 ,
Quotientenregel: <f) _ fgizg
g g

Kettenregel: f(g) = f'(9) - 9’
@ Ableitungen transzendenter Funktionen
Test mit Mathematica
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Algorithmische Integration

Stammfunktionen

Integration ist bekanntlich viel schwieriger. Dennoch:

@ Auch fur die Integration gibt es Algorithmen, welche
entscheiden, ob ein Integral eine elementare Funktion ist.

@ Die Ubliche Methode zur rationalen Integration benétigt
eine reelle Faktorisierung des Nenners und ist daher kein
guter Algorithmus. Aber rationale Integration kann
algorithmisch durchgefihrt werden und verwendet dann
nur quadratfreie Faktorisierungen.

@ Der Risch-Algorithmus und seine Verwandten zur
elementaren Integration sind erheblich komplizierter und
verallgemeinern den rationalen Fall.

Test mit Maple
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Integration durch Summation

Flachenberechnung

Mit Computeralgebra kann man Integration didaktisch glinstig
durch Flachenberechnung einfihren.
@ Wahlt man bei einer im Intervall [a, b] positiven Funktion
f(x) und einer &quidistanten Zerlegung von [a, b] eine
Rechteckzerlegung des Flacheninhalts, so ergibt sich

b _ a _
/ f(x) ox = lim 2=2 f<a+kb a) .
a n n

n—oo
k=1

@ Mit dieser Formel kann man viele Stammfunktionen mit
DERIVE direkt aus der Definition bestimmen.
@ Fir weitere Funktionen klappt es mit einer geometrischen
Zerlegung.
Test mit DERIVE
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Wo kann man diese Themen nachlesen?

Wolfram Koepf Wolfram Koepf

Adi Ben-lsrael ' DERIVE
Bob Gilbert fiir den

Ma 'h em ﬂ'l'ik Mathematikunterricht
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Wo kann man diese Themen nachlesen?
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Vielen Dank fir lhr Interesse!
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Ubungsaufgabe 1

Reihenentwicklungen: Klassische und relativistische Energie

@ In der speziellen Relativitatstheorie ergibt sich die Energie
aus der Formel

@ Wir erhélt man mit DERIVE hieraus die beriihmte
Einsteinsche Formel fiir die Ruhemasse

E=mc?
und die klassische Formel flr die kinetische Energie

1 2
Ekln = Emv ?
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Ubungsaufgabe 2

Das Hofstadterproblem

@ Douglas Hofstadter (Gddel, Escher, Bach) kam bei der
Verallgemeinerung des Morleyschen Dreiecks auf eine
geometrische Vermutung.

@ Hofstadters geometrische Vermutung ist richtig, wenn die

Determinante der Matrix

sin(ra) sin(2a)  sin((2—r)a)
sin((1—-r)a) sin(—a) sin((r—1)a)

sin(rg) sin(28)  sin((2—r)B)
sin((1—r)B8) sin(=B) sin((r—1)B)

sin(ry) sin(2y)  sin((2—r)y)
sin((1—r)y) sin(—y) sin((r—1)y)

fur alle r € (0, 1) gleich 0 ist, sofern o + 3 + v =  ist.
@ Versuchen Sie dies mit DERIVE nachzuweisen.
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Ubungsaufgabe 3

Wo ist der zweite Pol?

@ Wahrend graphische Taschenrechner und
Computeralgebrasysteme im Allgemeinen auf Anhieb
Funktionsgraphen darstellen, gibt es auch Félle, wo hierzu
Kurvenuntersuchungen nétig sind.

@ Stellen Sie folgende Funktion graphisch dar:
100(x — 1)
(101x — 100)(100x — 99)

@ Wo ist der zweite Pol? Finden Sie durch eine
Kurvendiskussion heraus, wo wichtige Punkte des
Graphen liegen und stellen Sie schlie3lich den Graphen
mit DERIVE in einem geeigneten Intervall so dar, ,dass
man alles sieht*.

f(x) =
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Ubungsaufgabe 4

Schlecht-konditionierte Probleme

@ Wir wollen das Integral

1
I ::/ x" X1 dx
0

flr groBes n bestimmen, sagen wir /1 900.000-

@ Versuchen Sie mit DERIVE den exakten bzw. den
approximativen Wert von /4 gg0.000 zU finden.

@ DERIVE liefert die Approximation

I 000.000 ~ 9.99997860510 7 .

Dies ist leider falsch.

v
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Ubungsaufgabe 4

Schlecht-konditionierte Probleme

@ Wegen ex < ¥ < efiir x € [0,1] gilt

1 1
/x”+1dx<ln</x”dx,
0 0

also
L <Ih< L
n+2 =" T n+1
Uberpriifen Sie, ob DERIVESs Resultat dieser Bedingung
genlgt.

@ Berechnen Sie I, mit DERIVE exakt und erklaren Sie,
warum eine symbolische Berechnung ebenfalls scheitert.
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Ubungsaufgabe 4

Schlecht-konditionierte Probleme

@ Partielle Integration liefert die Rekursion
ln = 1 —n /n_1
und den Anfangswert
h=1- ; ~ 0,63212 05588 28557 6784... .

@ Benutzen Sie die DERIVE-Funktion
I(n):=IF(n=0,1-1/EXP(1),1-n*I(n-1)),um
VECTOR (I (n),n,1,20) zu approximieren.

@ Erklaren Sie!

@ Haben Sie eine Idee, wie man das Dilemma auflésen
kann?
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